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SUMARIO

A programagao dinamica & uma técnica de desenvolvimento de algoritmos muito  util para
uma certa classe de problemas. Este artigo apresenta uma formalizagao da programacio di-
namica através de tipos abstratos de dados e um estudo da complexidade intrinseca dessa
tecnica.

ABSTRACT

Dynamic programming is a technique for algorithm development which is very useful for a
certain class of problems. This paper presents a formalization of dynamic programming by
means of abstract data types, as well as a study of the intrinsic complexity of this
technique.
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1. INTRODUCKO 478

A formalizagao de metodos computacionais busca seu aproveitamento mais eficaz e abrangen
te. Alem disso, permite uma melhor compreens3o e uma maior clareza para os metodos, faci
Titando o estudo dos seus desempenhos.

Este trabalho descreve um metodo de desenvolvimento de algoritmos, conhecido por progra-
macao dinamica, apresentando as definigoes informal e formal, com diagrama sintatico, e-
xemplo e um estudo da complexidade de tempo intrinseca do metodo.

2. APRESENTAGCAO INFORMAL

A programacao dinamica & um método de desenvolvimento de algoritmos, que consiste em,
dado um problema, dividi-lo em subproblemas, solucionar os subproblemas, guardar os sub-
resultados, combinar subproblemas menores e subresultados para obter e resolver proble-
mas maiores, ate recompor e resolver o problema original. 0 diagrama sintatico da figura
1 descreve essa situagao (P = dominio de problemas, R = dominio de resultados).

RESOLVE
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Figura 1
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0 problema & decomposto uma Unica vez, assim os subproblemas menores sdo gerados antes
dos maiores. Por esse motivo esse metodo e chamado ascendente, ao contrario dos metodos
recursivos que sao descendentes.

3. DOMINIO DE APLICAGRO

A programacao dinamica & usada para resolver problemas cuja solucao pode ser obtida a-
traves de uma seqliencia otima de decisoes, conforme o diagrama sintatico da figura 2.

RESOLVE
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e

Figura 2

Decisdes sao tomadas sucessivamente até que uma certa condicao fim (solucdo encontrada)
seja atingida, quando & obtida a resposta final.

A secao seguinte apresenta um exemplo de aplicagdo desta técnica. Outros problemas que
podem ser resolvidos por programacao dinamica sdo: arvore binaria de busca otima, pro-
blema do caixeiro viajante, etc |TER 82].

4. EXEMPLO ILUSTRATIVO

Em |TER 82| & apresentado um exemplo simples que caracteriza bem o metodo. Esse exemplo

sera transcrito aqui.

Deseja-se multiplicar n matrizes, i.e, calcular M=M]x sz...an onde cada matriz Mi tem
bi—] Tinhas e bi colunas T<i<n. 0 algoritmo trivial requer p x g x r operagoes para
multiplicar uma matriz p x q por outra q x r. A multiplicacao de matrizes & associati-
va, existem portanto varias maneira possiveis de se realizar essa multiplicacao com di-
ferentes numeros de operagbes correspondentes. 0 problema consiste, entdo, em determi-
nar a seqliencia de multiplicacGes que requer o numero minimo de operacoes.

Um algoritmo que enumere todas as seqliencias possiveis, calcule os respectivos numeros
totais de operagoes requeridas e em seguida escolha a seqliencia otimo, tem complexidade
exponencial em n (numero de matrizes), o que & inviavel na pratica, quando n & relativa

mente grande.
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0 algoritmo apresentado aqui, num primeiro passo decompoe o problema em n subproblemas
de tamanho 1, resolve-os guarda o resultado na diagonal de uma matriz; passo a passo
combina as solucoes de n-u+l problemas de tamanho u, para resolver n-u problemas de ta
manho u+l (u=1,2,...,n-1) e guarda os resultados numa diagonal superior da matriz. 0
processo termina com a solucao de 1 problema de tamanho n.

Chame de m;j O custo do produto, isto & o nimero minimo de operacbes necessarias  para
L - " _ Tas
calcular Mi X M1+] X.. X Mj. Se M' = Mi Xoo.X Mk e M" = Mk+1 X.. . X Mj o custo minimo de

| "oz N - . —- _
MEx MY e m, o+ om ‘+bi-1 X bk X bj’ o custo minimo de Mi X Mg Xooox Mj em,. =

+1,3 n

3

mim  (m;, +m .+ b,y xb, xb.).
ick<j ik k+1,J i-1 k J

Entrada: (bo’ b],..., b )

n

Saida: ™

1. para i « 1 ate n faca m; 0 fim-para;

2. para u « 1 ate n-1 faca

3. para i < 1 ate n-u faca

4. j«itu  (Fu=j-1%

5. mi5 < min (m; + Meel,j * by X by X bj)
igk<]j

6. fim-para

7. fim-para
8. para-com-saida (m; )

A seqligncia otima das multiplicagGes pode ser obtida guardando os valores k obtidos na
linha 5 do algoritmo.

A complexidade do algoritmo & O(n®); a programagdo dinamica tornou possivel resolver ©O
problema com uma ordem de complexidade polinomial.

5. FORMALIZAGAO DO METODO

Nesta seccao a programagao dinamica & definida formalmente como um tipo de dado abstrato.

5.1 Diagrama Sintatico

Dominios: P, dominio das instancias de problemas, R, dominio de resultados, N, conjun-
tos dos numeros naturais, Q, conjunto das seqliencias de elementos de P, M, conjunto das
segliencias de elementos de R.



e=p= LJ o m=rt- () &
ie N-{0} ie N-{Q}

Funcoes: decompoe (P+Q), decompde o problema original em subproblemas de tamanho mini-
mo; inicializa (Q ~ M), resolve os problemas de tamanho minimo; combina (Q x M~Q) com
bina os problemas atuais para criar um novo conjunto de problemas de tamanho uma unidade
maior; atualiza (Q x M+M), resolve os problemas atuais, usando as solucoes dos proble-
mas do nivel anterior; recupera (M -+ R), recupera a solugao do problema; tamanho (P -+M),
da o tamanho do problema.

Predicados: resolve (P x R), resolve (p,r) = r & solugao de p; subinst (P x P), subinst
(p, 9) = q € subinstancia de p.

A partir dessas fungoes e predicados foram definidos a fungao tamanho e o predicado re-
so]ve+, como segue: tamanho®: Q~+N, tamanhot (p], Pose-es pi) = max {tamanho (p]),...,

tamanho (pi)} e resolve’ (PxR)+, resolvet ((p], pz,...,pi), (r], r2,...,ri)) = .
j=1,...,1

resolve ( pj, rj), onde (PxR)+= K_,) Ei X Ri, subinst+(p,(q],...,qi))= //\\ subinst(pgj)
J=1,. .1
ie N-{0}

0 relacionamento entre os dominios funcbes e predicados & mostrado na figura 3.

Figura 3
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0Os seis axiomas seguintes definem a semantica do tipo
AX1. (vp) (reso]ve+ (decompde (p), inicializa (decompde (p))))
AX2. (vq) (vm) [resolve+ (q,m) > resolve (combina (q,m), atualiza (q,m)ﬂ
AX3. (¢p) subsinst (p, decompde (p))
AX4. (vp) (vq) (vm) [subinst+(p,q) > subinstt(p, combina (q,m))]
AX5. (vq) (\dm)(tamanho+ (combina (g,m)) = tamanhot (q)+1)
AX6. (¥p) (vq)(wm)[ (subinst*(p,q) Atamanho (p) = tamanho® (q)A
resolve® (q,m)) ~ resolve (p, recupera(m))]

Observagoes:

0 axioma 1 diz que a fungdo inicializa calcula os resultados dos subproblemas resultan-
tes da decomposicao. No axioma 2 & dito que as fungoes combina e atualiza mantem a rela
¢3o resolve. A fungdo decompoe, decompoe uma instancia de um problema em subinstancia do
problema inicial, & o que diz o axioma 3. Pelo axioma 4 a fungao combina mantem a rela-
¢3o subsinstancia. O axioma 5 define o tamanho do problema gerado pela fungao combina,co
mo uma unidade maior que o tamanho do problema que The deu origem. E pelo axioma 6 toda
subinstancia q de mesmo tamanho do problema inicial p € equivalente ao problema p, no
sentido de que a solugdo do problema q implica na solugao do problema inicial p.

6. PROGRAMA ABSTRATO

Nesta secgao a programagao dinamica € apresentada como um programa abstrato, utilizando
as fungoes auxiliares ja definidas e as seguintes variaveis:

- problema entrada
- solugao do problema

p

r

n - tamanho da entrada

q - seqliencia de problemas parciais
m

- segliencia de solugoes parciais
minimo - tamanho dos problemas resultantes da decomposigao
k - tamanho dos problemas atuais

Programa:

. entrada:p
. n < tamanho (p)
. q < decompde (p)

1
2
3
4. minimo < tamanho* (q)
5. m <« inicializa (q)

6

. para k = minimo ate n-1 faca



7. q.m < (combina, atualiza) (q,m) 483
8. k « k+1

9. fim-para

10. r < recupera (m)

11. saida: r

Nas linhas 1 a 5 s3ao inicializadas as variaveis p,n,q, minimo e m. A variavel minimo re-
cebe o valor do tamanho dos problemas q, resultantes da decomposicao da entrada. As Ti-
nhas de 6 a 9 contem uma iteracdo que & executada exatamente n-minimo vezes. A varidvel
k guarda o tamanho dos problemas que est3o sendo resolvidos. Cada iteracio resolve a se
qliencia q de problemas, guarda os resultados em m e cria uma nova seqliencia q de proble-
mas de tamanho k + 1. Na Tinha 10 & recuperado o resultado final.

A verificagao da correcao do programa pode ser encontrada em |T0S 85].

7. APLICAGAO A0 EXEMPLO

Usando esse formalismo o exemplo anterior toma a seguinte forma:
. . -~ . . . C s = +
Tipos de dados: P, conjunto de seqliencias de matrizes reais multiplicaveis; R = N; Q=P".

Variaveis: p = < M],..., Mn > e P; n, constante inteira cujo contetdo @ o numero de ele-

mentos de p; m, matriz n x n.

Fungdes: tamanho, numero de matrizes consideradas no problema; decompde, decompde o pro

blema de tamanho n em n problemas de tamanho 1, isto & ao inves de considerar o produto

M] X M2 XeuoX Mn sao consideradas as matrizes M], MZ,...Mn; inicializa, inicializa a di

agonal da matriz m com zeros; combina considera todos n-u produtos parciais de tamanho

u+1i. e, Mi X M1+] X...X Mi+u i=1,..., n-u; atualiza, preenche a proxima diagonal

superior da matriz da seguinte maneira mij < min (mik + mk+1,j + bi-] X bk X bj) para
icks]

i=1,2,..., n-u e j = i+u; recupera, recupera o valor contido em LU

Predicados: resolve (p,r),r & o numero de operacdes necessarios para multiplicar as ma-
trizes de p; subsinst (p,q), todo elemento de q & uma subinstancia de p "sem buracos",is
toeésep=c< Mys Mysooos M> um elemento de q e uma seqliencia do tipo < M, L

M1'+k>

Comparando os programas da seccao 4 e seccao 6 verifica-se a seguinte correspondencia.
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Entrada (bo,b1,...,bn) . 1. entrada: p

2. n « tamanho (p)

3. q + decompoe (p)
4. minimo <« tamanho’ (q)
1. para i « 1 atée n faca m s« Q0 fim-para 5. m < inicializa (q)
2. para u « 1 ate n-1 faca 6. para k= minimo ate n-1 faca
3. para i < 1 até n-u faca
J < i+u
5. mj+Mn(mk+mh4J + 7. g, m+ (combina, atualiza)
. . (Q:m)
igk<j
bi-] X bk X bj )
6. fim-para
8. k « k+1
7. fim-para 9. fim-para
8. para com saida (m, ) 10. r « recupera (m)

11. saida: r
A verificacao de que o exemplo satisfaz os 6 axiomas pode ser encontrado em |TOS 85|

8. COMPLEXIDADE DE TEMPO INTRINSECA DO METODO

A complexidade das Tinhas 2 a 5 € a soma das complexidades de cada linha, que depende
do tamanho n do problema cnsiderado e varia com as fungdes (tamanho, decompoe, tamanho+,
inicializa) executadas. As linha 6 a 9 definem uma iteracgao de n-minimo passos. 0 tem-
po de uma execucao dessa iteracao depende do tamanho k dos problemas considerados e da-
complexidade da linha 7. A complexidade da iteragao e a soma das complexidade da cada
execucao. A complexidade da linha 7 & o numero de problemas da seqliencia q vezes a com-
plexidade de solugdo de um problema de tamanho k.

Usando a seguinte notagao: c(g) para complexidade da funcao g e Comp para complexidade

total do algoritmo conclui-se:



Comp= c (tamanho) + c (decompde) + c (tamanho+) + ¢ (inicializa)
(combina, atualiza) + ¢ (recupera)

Fazendo algumas suposigoes com respeito a complexidade das fungoes primitivas & possivel
obter-se algumas regras de comportamento do metodo.

Suponha que as fungoes tamanho, decompoe, tamanho? e recupera tem complexidade constante
e a funcao inicializa tem complexidade de 0 (n) (Esta suposigao & bem razoavel!). Pode-
se ser um pouco mais geral e supor que a soma das complexidades das cinco funcoes em
questdo € de 0 (n). Partindo desta suposicdo a complexidade do algoritmo fica:

n-1
Comp=c'n + % c(combina, atualiza)
k=minimo
Alem disso, suponha que minimo = 1 e que c(combina, atualiza) & polinomial em k.  Entdo
n-1 . .
tem-se  Comp = c'n + £ k', mas esse somatorio & O(n1+]), Togo a complexidade do al
k=1
goritmo & polinomial e de ordem i+1 |TOS 85|  (minimo = 1 & irrelevante e nio altera
a complexidade total)-
- ~ n-] -
Por outro lado, se c(combina, atualiza) e nao polinomial L c(combina, atualiza) e
k=minimo

nao polinomiate a complexidade totaldo algoritmo & também nio polinomial.

Para o exemplo apresentado tem-se: c(tamanho) € constante, c (tamanho+) € constante, ¢
(inicializa) & 0(n), c (recupera) & constante, c (combina, atualiza)) & O((n-k) x k), my

nimo=1. Logo, n-1

Comp = cyn+ = ((n-k) x k)= 0 (n?)
k=1

9. CONCLUSKO

A programagao dinamica & especialmente Util no desenvolvimento de algoritmos, quando a
solugao do problema pode ser alcancada apdos uma seqliencia de decisdes. A seqlieéncia otima
de decisoes e obtida evitando as seqliéncias que sabidamente nao resultam na seqliéncia o-
tima.

A abstracao focaliza alguns aspectos do problema, considerados mais importantes e obscu-
rece os detalhes menos importantes para o enfoque desejado. A abstracdo do método apre-
sentado nesse trabalho evidencia o processo iterativo ascendente e o aspecto de armazena
mento de resultados parciais, mas obscurece o processo de rejeicao de seqliencias de deci.
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sGes que sabidamente nio resultariam na seqliencia otima. Esse enfoque foi muito util no
estudo da complexidade intrinseca da programagao dinamica. Outra abstracao do metodo que
evidencia outros aspectos pode ser encontrada em |WAG 84].

A programacio dinamica & n3o so uma técnica a mais de desenvolvimento de algoritmos, mas
uma tecnica valiosa no desenvolvimento de algoritmos eficientes. E especialmente uUtil no
projeto de algoritmos para problemas NP-dificeis, como o.problema do caixeiro viajante,
por exemplo, cujo algoritmo trivial @ O(n!) e o algoritmo obtido atraves dessa tecnica

e O(nz 2") |TER 82|e|T0S 85|. Outros exemplos de algoritmos para problemas NP-dificeis
obtidos pela programacdo dinamica podem ser.encontrados em |HOR 78].

Outros metodos de desenvolvimento de algoritmos foram estudados e formalizados em |VEL
80! e |WAG 84].
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